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DIFFUSIONE




A cura di Ennio Poletti, Liceo Montebelluna

Ha collaborato la prof.ssa Daniela Povegliano

La presente U.D. si prefigge lo

 scopo 

di analizzare il secondo principio della termodinamica da un punto di vista statistico.

Lungo il percorso si avrà occasione di incontrare, sia pure a livello non troppo spinto, i seguenti argomenti di Matematica :

· frequenza relativa

· probabilità teorica

· legge dei grandi numeri (....latente)

· fattoriale di un intero positivo

· combinazioni di n oggetti a k a k   (Cn,k)

· logaritmo di un numero positivo

I suddetti non rappresentano prerequisiti imprescindibili e possono benissimo entrare nella trattazione delle questioni proposte con brevi spiegazioni in itinere.

Obiettivi di Fisica :

· condizione iniziale di un sistema

· differenza tra microstato e macrostato

· evoluzione di un sistema

· assenza di memoria di un sistema rispetto alle condizioni iniziali

· irreversibilità di un processo

· primo approccio col concetto di entropia

· diverso approccio al 2° Principio della Termodinamica

Sono possibili approfondimenti interdisciplinari con Informatica attraverso la programmazione di un foglio elettronico capace di rendere automatici i procedimenti ripetitivi e di visualizzare graficamente l’evoluzione del sistema preso in esame.

Particolarmente efficace, da questo punto di vista, è il problema dei due cani.

INTRODUZIONE
Se mettiamo alcune gocce di colorante nell’acqua contenuta in una provetta, dopo un certo tempo si osserva una distribuzione uniforme del colorante.




In assenza di moti convettivi, la cosa può essere spiegata con i MOTI BROWNIANI ( le molecole di liquido si muovono in modo caotico e collidono a vicenda un numero altissimo di volte al secondo con urti elastici, cioè senza assorbimento di energia ).

Quello che ai nostri occhi è ORDINE ( liquido di colore uniforme ) è frutto, in realtà, di un processo fisico estremamente DISORDINATO in cui ciò che noi vediamo è solo UNO STATO PIÙ PROBABILE in mezzo a innumerevoli ALTRI STATI ( possibilità d’essere ).

Quest’ultimo periodo non è molto semplice da comprendere; ci proponiamo di ridurne la complessità attraverso semplici esperimenti da eseguire su MODELLI che, fisicamente, sono molto lontani dalle molecole di acqua e di colorante ma, MATEMATICAMENTE, ubbidiscono alle stesse leggi.

ESPERIMENTO  n.1
Possiamo interpretare il movimento d’insieme, apparentemente ordinato delle molecole del colorante, come risultato di movimenti individuali caotici delle singole molecole attraverso un modello, come quello che segue, in cui il moto è governato da GENERATORI DI EVENTI CASUALI (moneta, dado,...).

Supponiamo di avere una provetta suddivisa in 5 fasce e di avere 30 molecole di colorante nella fascia 1 ( CONDIZIONE INIZIALE ).

Ogni molecola abbia un numero da 1 a 30.

 PROCEDURA

Per ogni molecola eseguiamo 5 lanci di una moneta spostando la molecola con la seguente REGOLA :
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TESTA                             1 PASSO VERSO IL BASSO
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2)
CROCE                            1 PASSO VERSO L’ALTO

3)
      SE ESCE TESTA E MOLECOLA IN FONDO (fascia 5) RESTA FERMA

4)
      SE ESCE CROCE E MOLECOLA IN ALTO   (fascia 1) RESTA FERMA

   Possiamo così schematizzare :
[image: image15.emf]Incontro fra due cani, uno con pulci (A), l'altro (B) pulito:

 evoluzione della situazione nel tempo

0

5

10

15

20

25

30

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

numero pulci

frequenza

cane A

cane B


[image: image16.png]A B c 1] E F G H
56| n° presen pres str 1 pres str2 pres str3 pres str4 pres str5 media rmedia armot

570 6 1 6 4 7 48 5
s 1 8 6 5 9 6 68 7
5 2 12 2 21 2 18 208 2
B 3 9 27 25 6 19 272 27



1)
  T                                -1

[image: image17.png]%
%
277
i)
2
30
Ell
2
ES)
3
E5
ES

A
2

interazion

B
i

azzerare, poi 1
per ricominciare

137

strato

1




2)
  C                               +1

[image: image18.png]strato

moneta

5 | molec n®

N .

11

12
13
14
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  T(5)                             0

[image: image19.emf]Incontro fra due cani, uno con pulci (A), l'altro (B) pulito:

 evoluzione della situazione nel tempo

0

5

10

15

20

25

30

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

numero pulci

frequenza

cane A

cane B

4)
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Ripetiamo la procedura 6 VOLTE e costruiamo la tabella  

 TABELLA DELLE DISTRIBUZIONI
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FASCE     INIZIO   5 LANCI    10 LANCI     5 LANCI     20 LANCI     25 LANCI    30 lanci

      1

      2

      3

      4 

      5

Dall’esame della tabella risulterà la tendenza, dopo molti lanci, alla EQUIDISTRIBUZIONE delle molecole nelle 5 fasce;  inoltre il sistema non conserva memoria della situazione iniziale.

INDICAZIONI OPERATIVE

1)
Gli alunni si dividono in gruppi ( gli stessi che operano nel laboratorio di fisica ).

2)
Ogni gruppo esegue le prove su una parte di molecole; per esempio, se i gruppi sono 5, il primo gr.  prenderà in considerazione le molecole da 1 a 6, il secondo da 7 a 12........., il quinto da 25 a 30.

3)
Ogni gruppo prende nota della fascia occupata da ciascuna molecola dopo 5, 10, 15, 20, 25, 30 lanci, rispettivamente.

4)  Ogni gruppo conta le molecole presenti in ciascuna fascia dopo 5, 10, 15, 20, 25, 30     lanci e mette in una tabella COMUNE i risultati in modo da avere una tabella simile alla precede dalla quale risulterà, così, la distribuzione di TUTTE le 30 molecole.

Ulteriori chiarimenti nelle NOTE PER L’INSEGNANTE, da pag. 11.

ESPERIMENTO n.2

Se abbiamo due stanze comunicanti e una di esse è piena di fumo, quando apriamo la porta, e la lasciamo aperta a lungo, sappiamo bene quale sarà il risultato finale : il fumo avrà invaso le due stanze.

Potrà succedere che, da due stanze piene di fumo, il fumo si raccolga tutto in una stanza?

L’intuizione ci dice di no; anche l’esperienza sembra darci ragione.

Cerchiamo di dare una spiegazione più convincente di questo fatto attraverso la MATEMATICA.

Affrontiamo per questo un problema scherzoso (ma solo nell’approccio alla questione) già proposto agli inizi del secolo da un fisico austriaco di nome Paul Ehrenfest e che ci aiuta a capire i processi di diffusione.

PROBLEMA

Due cani si incontrano : uno è pieno di pulci, l’altro è appena uscito dal bagno ed è pulitissimo.  I cani fraternizzano e giocano assieme per un po’; nel frattempo anche le pulci godono della loro ampliata possibilità  e saltano disordinatamente da un cane all’altro. Alla fine ogni cane si allontana per la propria strada.

È POSSIBILE DIRE QUALE DEI DUE CANI SI GRATTERÀ DI PIÙ ?

 


Per semplificare, supponiamo che le pulci siano “solo” 6.  Schematizziamo la situazione con due tabelloni : quello di sinistra S (cane sporco) conterrà inizialmente 6 pedine (pulci) e quello di destra D (cane pulito) 0 pedine (senza pulci).

Affidiamo ad un DADO la decisione (casuale) di quale pedina dovrà saltare sull’altro tabellone.

REGOLA : La pedina estratta, se è a sinistra, andrà a destra e viceversa.


Eseguiamo molti lanci (per es. 100) ed ogni volta annotiamo QUANTE sono le pedine su ciascun tabellone. I risultati li riporteremo su due tabelle simili alle tabelle 1 e 2 che seguono dove, al posto delle colonne MODI, PROBABILITÀ e PROB.*100,  metteremo USCITE, FREQUENZA e FREQUENZA*100 rispettivamente; infatti questi sono dati SPERIMENTALI e NON TEORICI (vedi indicazioni operative nelle note per l’insegnante).

Esaminiamo le tabelle non prima di aver fatto qualche considerazione TEORICA.

UN PO’ DI TEORIA
NON ci interessa sapere QUALI pedine sono presenti (il cane infatti ha le pulci o non le ha...); allo stesso modo rileviamo se in una stanza c’è fumo o no, senza distinguere da quali molecole esso sia dato.

Lo STESSO EFFETTO SI PUÒ, allora, OTTENERE IN DIVERSI MODI; la configurazione che vede DUE pedine a S e QUATTRO a D è data da 15 modi diversi :


Lo STESSO vale per QUATTRO  pedine a S e DUE pedine a D.

Calcoliamo in quanti modi si ottengono le rimanenti configurazioni  (6-0), (5-1), (3-3) e costruiamo una tabella come la seguente :



Sommando i valori nella colonna MODI si ottiene 64.

Ci sono configurazioni che si realizzano in PIÙ MODI rispetto ad altre ?

Quali sono le configurazioni che hanno MENO opportunità di realizzarsi ?

Calcoliamo la PROBABILITÀ di ogni configurazione e trasformiamola in percentuale; riassumiamo in una tabella come la seguente :



Come risulta dalla tabella È POCO PROBABILE che le pedine (pulci) ritornino tutte sul tabellone di sinistra (cane sporco).

Forse le pulci sono più di 6; sicuramente le molecole di fumo sono un NUMERO IMMENSO: centinaia di migliaia di miliardi di miliardi....

C’È UN SOLO MODO di avere TUTTE le pulci in UN CANE o TUTTE le molecole di fumo in UNA STANZA  !

Facciamo qualche calcolo per vedere in quanti modi possibili si può distribuire un QUALSIASI numero di pedine su due tabelloni :


       1                                                                                                                     2


        2                                                                                                                    4

        3                                                                                                                    8

        4            .........................................................................................              16

      ............................................................................................................................

Osservando la prima colonna e  l’ultima  si capisce qual è la LEGGE :


1 pedina.....   21  modi

2 pedine.....   22  modi

3 pedine.....   23  modi

...............................

n pedine.....   2n  modi


Se le pedine fossero state 20 avremmo avuto 1.048.576 modi possibili ( cioè 220 ).

La probabilità che TUTTE le pedine si raccogliessero in UN SOLO tabellone  sarebbe stata  1/1.048.576  !

Ripensando al numero di molecole di fumo, si capisce che la probabilità d’avere il fumo in UNA SOLA stanza è, praticamente, QUASI NULLA.

Alla luce di tutte le cose che sono state dette in queste pagine, la frase “difficile” della prima pagina acquista una forma piena di significato.

VERSO IL CONCETTO DI ENTROPIA
Il massimo ORDINE si ha quando tutto il colorante è raccolto in una goccia o quando tutte le pedine sono raccolte in una sola parte del tabellone; quando invece le pedine sono distribuite nei due tabelloni si ha una situazione più disordinata.

Si può, allora, prendere come misura del DISORDINE un valore legato al numero dei modi in cui una certa configurazione si verifica.

QUESTA MISURA DEL DISORDINE È CIÒ CHE IN FISICA SI CHIAMA ENTROPIA

Il numero dei modi in cui una configurazione può realizzarsi cresce molto in fretta; se consideriamo infatti 20 pulci il numero dei modi in cui si possono disporre affinché ogni cane ne abbia 10 vale :

C20,10 = 20*19*...*11 / 10! = 184.756 che è molto grande.

Ritornando alle molecole di fumo, si capisce che tale numero crescerebbe a dismisura .

Torna comodo, allora, esprimere questo numero con una potenza a base qualsiasi (per es. 10) :

L’ESPONENTE DI TALE POTENZA (LOGARITMO) È UN NUMERO REALE PROPORZIONALE ALL’ENTROPIA.

NOTE PER L’INSEGNANTE

Note per l’ESPERIMENTO n.1
Per l’esperimento n.1 ci si può organizzare come segue :

ciascun gruppo disegna 4 provette in ognuna delle quali annoterà la posizione della molecola presa in considerazione dopo 5, 10, 15, 20, 25, 30 lanci rispettivamente; la procedura verrà ripetuta per ognuna delle molecole.

Ricordiamo che se le molecole sono 30 e i gruppi, per es., sono 5, ogni gruppo avrà a disposizione 6 molecole :

GRUPPO 1    :   molecole  1, 2, 3, 4, 5, 6

GRUPPO 2    :   molecole  7, 8, 9, 10, 11, 12

..........................................

GRUPPO 5    :   molecole  25, 26, 27, 28, 29, 30

Prendiamo, per es., la molecola n.2  e cominciamo a lanciare la moneta; a seconda della faccia presentata dalla moneta, la molecola si sposterà fra i vari strati della provetta.

Supponiamo che la sequenza di uscite della moneta sia :

T, T, C, T, T  ( 5 lanci );

in corrispondenza la molecola occuperà gli strati :

1, 2, 3, 2, 3,

Ecco, ciò significa che dopo 5 lanci la molecola n.2 si trova nello strato 4, quindi riporteremo il n.2 nello strato corrispondente del disegno; continuando con i lanci, supponiamo che i successivi 5 lanci ( totale 10 lanci ) portino la molecola n.2 alla sequenza di strati


4, 3, 4, 5, 4,

Ciò significa che dopo 10 lanci la molecola n.2 occuperà lo strato 3, quindi riporteremo il n.2 nello strato 3 del disegno corrispondente. Si procede così fino a 30 lanci per molecola (vedi schemi seguenti).


          1

          2

          3

          4                                      DOPO 5 LANCI LA MOLECOLA N. 2 È NELLO STRATO 4
          5


                 1

                 2

                 3                                                DOPO 10 LANCI LA MOLECOLA N. 2 È NELLO STRATO 3

                 4

                 5
Da notare che ogni sequenza di numeri che rappresenta gli strati  inizia sempre con l’ultimo numero della sequenza precedente e questo per dare una continuità al nostro procedimento ( interazioni ), anche se poi annotiamo solo le posizioni ad ogni gruppo di lanci.

L’annotare le posizioni delle molecole dopo 5, 10,...  lanci è una scelta arbitraria; lo stesso si poteva fare dopo 7, 14, 21,...  lanci o dopo 4, 8, 12,... lanci, ecc. : l’importante è che tutti i gruppi di allievi usino lo stesso criterio in modo da poter, alla fine, confrontare i risultati e fonderli insieme.

Alla fine ogni gruppo avrà in ogni disegno un certo numero di molecole (da contare, a prescindere dal numero con cui le abbiamo contrassegnate).

A questo punto si può passare alla

ANALISI DEI RISULTATI

Ogni gruppo disegna gli istogrammi ( 6, se l’annotazione delle posizioni delle molecole è avvenuta dopo 5, 10, 15, 20, 25, 30 lanci ) con in ascissa i numeri che contraddistinguono gli strati (1,2,3,4,5)  e in ordinata QUANTE ( non quali ) molecole ci sono in ogni strato.

Si troverà che all’aumentare del numero dei lanci corrisponderà una tendenza all’equidistribuzione che, però, per qualche gruppo, potrebbe essere ancora poco “credibile”.

Si passerà, quindi, a “fondere” i risultati dei vari gruppi per cui la tendenza diventerà più evidente.

Note per l’ESPERIMENTO n.2
Se le pedine all’inizio sono tutte a S (sinistra), dopo il primo lancio avremo SICURAMENTE la configurazione (5,1), quindi metteremo una crocetta di fianco a “ 5 - 1” (vedi fig.  seguente).

Rilanciando il dado si può ottenere o la configurazione (4,2) o la configurazione (6,0) a seconda che la faccia mostrata sia diversa o la stessa del primo lancio, rispettivamente. Si metterà, allora, una crocetta in corrispondenza della configurazione ottenuta.

Il gioco procede fino al numero prefissato di lanci (100 nel nostro caso).

La tabella degli  esiti potrebbe essere simile alla seguente:

     S          D                                 FREQUENZA

     6          0                XXXX

     5          1                XXXXXXXXXXXXX

     4          2                XXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

     3          3                XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

     2          4                XXXXXXXXXXXXXXXX

     1          5                XXXXXXXXXXXXXX

     0          6                XXXXX

 NOTE SULLE TABELLE 1 E 2 della teoria  ( pagg. 6, 7)

La configurazione che prevede 5 pulci a SINISTRA e una a DESTRA e viceversa si può ottenere in 6 modi, ossia :


   S            D

       1       2,3,4,5,6

       2       1,3,4,5,6

       3       1,2,4,5,6                      6 MODI

       4       1,2,3,5,6

       5       1,2,3,4,6

       6       1,2,3,4,5

La configurazione che prevede 3 pulci a SINISTRA e tre a DESTRA  si può ottenere in 20 modi, ossia 


    S                    D


     1,2,3               4,5,6

     1,2,4                .....

     1,2,5                .....

1,2,6  

1,3,4

1,3,5

1,3,6

     1,4,5

     1,4,6

     1,5,6                                                              20 MODI

     2,3,4

2,3,5

2,3,6

2,4,5

2,4,6

2,5,6

3,4,5

3,4,6

3,5,6

4,5,6              1,2,3

Si può generalizzare dicendo che il numero di modi in cui una certa configurazione si può realizzare è dato dalle combinazioni di n oggetti presi a k a k  ( Cn,k ) che è dato dal rapporto tra la disposizioni Dn,k e le permutazioni Pk :

Cn,k = Dn,k / Pk    ossia

Cn,k = n(n-1)(n-2)....(n-k+1) / k!

Nel nostro caso si ha

n = 6

k = 1,2,3,4,5,6

C6,1 = 6/1 = 6                    ( = C6,5 = 6*5*4*3*2 /(5*4*3*2*1)  )

C6,2 = 6*5/(2*1) = 15         ( = C6,4 = 6*5*4*3 /(4*3*2*1)   )

C6,3 = 6*5*4 /(3*2*1) = 20

C6,6 = 6*5*4*3*2*1 /(6*5*4*3*2*1) = 1  ( = C6,0 per convenzione)

Cn,k = Cn,(n-k)

cioè  il numero di modi in cui si hanno k oggetti da una parte è uguale al numero dei modi in cui dalla stessa parte si hanno (n-k) oggetti.

La tabella delle probabilità diventa, quindi :

 

   S        D            PROBABILITÀ      PROBAB.*100

       6        0                  1/64                        ...

       5        1                  6/64                        ...

       4        2                 15/64                      23,43

       3        3                 20/64                       ...

       2        4                 15/64                      23,43

       1        5                  6/64                        ...

       0        6                  1/64                        ...

SVILUPPI  
Per il primo esperimento si può scrivere un programma in EXCEL, in modo da poter simulare un numero molto alto di “interazioni” in poco tempo e capace anche di visualizzare la distribuzione delle molecole nei vari strati 
 Anche la situazione del secondo esperimento si presta per la costruzione di un modello in EXCEL attraverso il quale il numero dei “salti” si può  aumentare a piacere come pure, entro certi limiti dovuti alla velocità dell’elaboratore, si può aumentare il numero delle pulci 
Al termine del documento sono presenti alcune indicazioni graduali per affrontare per via informatica questo tema.
NOTE SUL CONCETTO DI ENTROPIA
Chiamiamo ORDINE la situazione che vede TUTTE le molecole da una parte; le altre situazioni sono di DISORDINE. Tuttavia fra le situazioni di disordine ve ne sono di più o meno disordinate :

CHIAMIAMO più disordinate quelle corrispondenti alle configurazioni di EQUIDISTRIBUZIONE.

Come si è visto (problema 2) l’equidistribuzione è anche più probabile delle altre situazioni, quindi possiamo enunciare il principio :

UN SISTEMA FORMATO DA UN NUMERO MOLTO GRANDE DI COMPONENTI TENDE AD EVOLVERE SPONTANEAMENTE VERSO L’EQUIDISTRIBUZIONE.



                                                                                      

Possiamo aggiungere ancora qualche calcolo per chiarire ulteriormente.


              n. molecole         rapporto a favore della

                                 equidistribuzione

        2                            2  a 1

        4                            6  a 1

        6                           20 a 1

        8                           70 a 1

  10                         .....

  12                         .....

 ......                       .....

dove i valori della colonna di destra sono stati ottenuti considerando le combinazioni di n oggetti k a k, come risulta dai seguenti calcoli :

C2,1 = 2/1! = 2

C4,2 = 4*3/2! = 6

C6,3 = 6*5*4/3! = 20

C8,4 = 8*7*6*5/4! = 70

......................

Cn,k = n*(n-1)*(n-2)*...*(n-k+1)/k!

Se proviamo a calcolare qualsiasi combinazione che non sia di equidistribuzione troveremo sempre un valore MINORE del corrispondente trovato sopra. Per esempio :

C6,2 = 6*5/2! = 15         ( < C6,3 )

C8,3 = 8*7*6/3! = 56     ( < C8,4 )

..........

Indichiamo con A il numero dei modi in cui una configurazione può essere realizzata :


   A                 A = 10n              n

100                 102                    2

1.000              103                    3

10.000            104                    4

 ......               ....                   ....

1.000.000       106                    6

10.000.000     107                    7

                                                 ............            ...                   ....

La colonna n esprime una MISURA DEL DISORDINE : ciò che si chiama ENTROPIA ( in realtà nella formalizzazione, l’entropia S è proporzionale ad n :

S = k n

con

 n = Log A

A = modi corrispondenti ad un certo stato termodinamico, k = costante di proporzionalità ).

Allora il principio enunciato prima diventa :

UN SISTEMA FORMATO DA UN NUMERO MOLTO GRANDE DI COMPONENTI TENDE AD EVOLVERE SPONTANEAMENTE VERSO SITUAZIONI DI MASSIMA ENTROPIA.

Quest’ultimo è UNO dei diversi modi di esprimere il 2° Principio della Termodinamica. 


INDICAZIONI PER AFFRONTARE IL TEMA CON EXCEL
Sia il problema della diffusione di una goccia di inchiostro in acqua, sia quello dei cani e delle pulci, possono essere affrontati per via informatica con l’uso del foglio elettronico Excel. In ognuno dei due problemi serve un generatore di numeri casuali sulla base del quale stabilire quale particella di colorante (o quale pulce) si deve muovere.
Prima di affrontare i due problemi, proponiamo alcune attività, di difficoltà crescenti, allo scopo di prendere confidenza con le simulazioni al computer.
SIMULAZIONE DEL LANCIO DI UN DADO

Il lancio del dado è simulato da una formula che produce, come esito, solo numeri “casuali”  interi da 1 a 6. In realtà, i numeri generati da Excel sono solo pseudo-casuali, nel senso che il software è stato programmato per eseguire questa funzione, dunque si tratta di casualità in qualche modo gestita; tuttavia chi, come noi, non conosce in che modo Excel genera questi numeri, può ritenerli senz’altro casuali.

La formula che simula il dado è la seguente:

=TRONCA(6*CASUALE()+1),

dove CASUALE() rappresenta un valore decimale compreso tra 0 (incluso) e 1 (escluso).

La parte (6*CASUALE()+1) rappresenta un valore decimale compreso tra 1 (incluso) e 7 (escluso).

La funzione TRONCA serve a considerare solo la parte intera dell’espressione (6*CASUALE()+1), dunque solo i valori interi 1, 2, …, 6.

Ogni volta che si schiaccia il tasto-funzione F9, si ha la generazione di un nuovo numero casuale tra 1 e 6, quindi un nuovo lancio del dado virtuale.

La prossima formula completa la precedente facendo in modo che la simulazione possa ricominciare da capo in qualunque momento altrimenti, una volta lanciata, la simulazione andrebbe nella sola direzione che incrementa il numero dei lanci senza dare la possibilità di vedere l’evoluzione del fenomeno nella fase iniziale. Nella cella B4, quindi, è stata inserita la formula:

=SE($B$1=0;"";TRONCA(6*CASUALE()+1))
Il significato della formula è il seguente:

Se nella cella B1 mettiamo il valore zero (a mano, con la tastiera), allora in B4 non viene scritto niente (“” è la stringa vuota), altrimenti (cioè mettendo 1 o qualsiasi altro valore) in B4 compare il risultato generato dalla formula.
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Di seguito le altre formule usate.
Nella cella E4 si scrive la formula 

=SE($B$1=0;0;SE($B$4=D4;E4+1;E4))

e la si copia fino ad E9.

Questa formula, una volta copiata, conta quante volte è uscita ciascuna faccia.

Nella cella F4 si scrive la formula 

=SE($B$1=0;"";E4/$E$1)

e la si copia fino ad F9.

La formula calcola la frequenza relativa di ciascuna faccia come rapporto fra la frequenza con cui si è presentata quella faccia e il numero dei lanci eseguiti.

Nella cella H4 si scrive la formula 

=G4/$H$1

e la si copia fino ad H9.

Con questa formula si calcola la probabilità teorica di ciascuna faccia.

Nella cella E1 si scrive la formula 

=SE($B$1=0;0;E1+1)

Essa conta il numero dei “lanci”, cioè quante volte abbiamo schiacciato il tasto-funzione F9

Nelle prossime figure, sono rappresentate le formule inserite.
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Se schiacciando il tasto-funzione F9 i valori del foglio non si aggiornano, occorre seguire la procedura :

Strumenti/Opzioni…/scheda “Calcolo”, al centro della quale bisogna mettere la “spunta” su Iterazioni e introdurre il valore 1 nella casella “Numero massimo” (fig. seguente)
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Si dà l’OK e tutto dovrebbe funzionare a dovere.

Se rappresentiamo in un grafico (come abbiamo fatto) la frequenza relativa e la probabilità teorica dei vari esiti, ci accorgiamo che a lungo andare (schiacciando, cioè, più volte il tasto F9) la curva della frequenza relativa (spezzata) tende sempre di più alla retta della probabilità teorica. 
Ritorneremo sul significato di questa tendenza.

SIMULAZIONE DEL LANCIO DI DUE DADI
Il procedimento per due dadi è lo stesso seguito per un dado. I dadi, ovviamente, sono due e dobbiamo considerare la loro somma. Andranno aggiornate le colonne come di seguito indicato:
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Dopo 102 lanci, la situazione è la seguente:
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Si nota una leggera discrepanza fra la curva teorica (tratteggiata) e quella reale; questa differenza tenderà ad annullarsi quando i lanci sono tanti (Legge dei Grandi Numeri). Di seguito le formule:
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Nel prossimo grafico, la situazione dopo 2000 lanci
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Come si vede, la tendenza è chiara: la frequenza relativa (rossa) tende sempre più alla probabilità teorica.

IL PROBLEMA DI EHRENFEST
Un cane con 10 pulci incontra un cane pulito e insieme giocano per un po’. Quando i due cani si allontanano, chi dei due si gratterà di più?

Si può costruire una simulazione in ambiente Excel in grado di dare una risposta al quesito.

Di seguito, il foglio e le formule utilizzate.
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Alla fine, il foglio si presenta come segue:

	
	
	
	
	
	interruttore
	1
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	pulce che salta
	5
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	tot salti
	98
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	pulce n°
	cane A
	cane B
	

	
	
	
	
	
	1
	1
	0
	

	
	
	
	
	
	2
	0
	1
	

	
	
	
	
	
	3
	0
	1
	

	
	
	
	
	
	4
	1
	0
	

	
	
	
	
	
	5
	0
	1
	

	
	
	
	
	
	6
	1
	0
	

	
	
	
	
	
	7
	0
	1
	

	
	
	
	
	
	8
	0
	1
	

	
	
	
	
	
	9
	0
	1
	

	
	
	
	
	
	10
	1
	0
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	cane A
	cane B
	

	
	
	
	
	
	tot pulci
	4
	6
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	istogramma
	

	
	
	
	
	
	presenze
	cane A
	cane B
	

	
	
	
	
	
	0
	0
	1
	

	
	
	
	
	
	1
	0
	2
	

	
	
	
	
	
	2
	0
	7
	

	
	
	
	
	
	3
	5
	16
	

	
	
	
	
	
	4
	18
	24
	

	
	
	
	
	
	5
	26
	26
	

	
	
	
	
	
	6
	24
	18
	

	
	
	
	
	
	7
	16
	5
	

	
	
	
	
	
	8
	7
	0
	

	
	
	
	
	
	9
	2
	0
	

	
	
	
	
	
	10
	1
	0
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	


Si può notare una perfetta simmetria del grafico: quando un cane ha 3 pulci, l’altro ne ha sette e viceversa per cui le frequenze equidistanti dagli estremi sono identiche (ma riferite a cani diversi). Solo le “torri” del 5 sono uguali: quando un cane ha 5 pulci, anche l’altro ne ha 5, quindi la frequenza relativa alla presenza di 5 pulci nei due cani è necessariamente la stessa.
La domanda posta all’inizio, quindi, trova la seguente risposta: entrambi i cani si gratteranno allo stesso modo.
NOTE SULL’USO DEL FOGLIO
 Schiacciare il tasto F9 e osservare i grafici.

Per ricominciare il gioco:
(1) mettere nella cella G1 il valore zero e dare l'invio. Osservare i grafici che illustrano la situazione iniziale.
(2) Mettere, poi, nella cella G1 il valore 1 e dare l'invio; schiacciare, quindi, il tasto F9 ripetutamente (o tenerlo premuto) e osservare l'evoluzione del sistema. 

L'istogramma che illustra la situazione dei due cani evolve sempre nella stessa direzione: la probabilità maggiore è quella a favore dell'equidistribuzione delle pulci!
Inserendo 1 nella cella G1 e schiacciando il tasto "invio", si ha già il primo salto. I salti successivi si ottengono tenendo premuto il tasto-funzione F9. 

DIFFUSIONE INCHIOSTRO IN ACQUA    
Siamo pronti, ora, per affrontare la simulazione della diffusione di una goccia di colorante in acqua.                            
OBIETTIVO
Mostrare che un sistema formato da un solvente e da una goccia di colorante, evolve spontaneamente verso una situazione di equidistribuzione (dopo un certo tempo, si ha il liquido di colore uniforme).

IL MODELLO
Vengono prese in considerazione 20 molecole di colorante e una provetta con acqua suddivisa idealmente in 5 strati. Nel nostro modello, l'elemento temporale è rappresentato dal n° di interazioni fra le molecole: più è grande il n° delle interazioni, maggiore è il tempo trascorso.

I movimenti delle singole molecole sono governati dall'esito casuale del lancio di una moneta le cui facce sono state chiamate 0 e 1. Ogni molecola ha la sua moneta che ne decide lo spostamento secondo la seguente REGOLA:

1 : un passo verso il basso; se però la molecola   
     si trova nello strato 5, resta dov'è.
0 : un passo verso l'alto; se però la molecola   
     si trova nello strato 1, resta dov'è.
La difficoltà consiste nel tradurre in una formula comprensibile ad Excel la regola appena enunciata, vero “motore” della simulazione. Noi l’abbiamo tradotta nella cella C6 nei termini seguenti (per i riferimenti, vedi schemi successivi):

 =SE($B$33=0;1;SE(O(E(C6=1;B6=0);E(C6=5;B6=1));C6;SE(B6=1;C6+1;C6-1)))
Questa formula, è stata copiata  per tutte le venti  ipotetiche molecole di colorante, quindi fino a C25.

La parte di formula che gestisce lo spostamento delle particelle è quella sottolineata, mentre la prima parte stabilisce la condizione iniziale, vale a dire che tutte le venti molecole si trovano nello strato 1 quando nella cella di “reset” ($B$33) mettiamo il valore 0 (zero).
Come si vede, sono state usate le congiunzioni logiche “E” ed “O”, le quali ubbidiscono alle tavole di verità della logica bivalente: 

· il valore di verità di due frasi congiunte con la “E” è VERO solo nel caso in cui le due frasi siano entrambe vere, FALSO negli altri casi;


· il valore di verità di due frasi congiunte con la “O” è FALSO solo nel caso in cui le due frasi siano entrambe false, VEROO negli altri casi;
Gli schemi seguenti mostrano, anche se in forma parziale, come si presenta il foglio elettronico e tornano utili per capire i riferimenti usati nelle formule.

Nelle prossime pagine, invece, si può avere una visione globale di come appare il Foglio una volta terminato il lavoro.
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	molec n°
	moneta
	strato
	
	
	
	
	
	

	1
	1
	3
	
	
	
	
	
	

	2
	1
	4
	
	
	
	
	
	

	3
	1
	5
	
	
	
	
	
	

	4
	0
	1
	
	
	
	
	
	

	5
	1
	5
	
	
	
	
	
	

	6
	1
	2
	
	
	
	
	
	

	7
	1
	5
	
	
	
	
	
	

	8
	1
	5
	
	
	
	
	
	

	9
	0
	1
	
	
	
	
	
	

	10
	1
	5
	
	
	
	
	
	

	11
	0
	2
	
	
	
	
	
	

	12
	0
	4
	
	
	
	
	
	

	13
	0
	1
	
	
	
	
	
	

	14
	1
	5
	
	
	
	
	
	

	15
	1
	4
	
	
	
	
	
	

	16
	0
	1
	
	
	
	
	
	

	17
	1
	3
	
	
	
	
	
	

	18
	1
	5
	
	
	
	
	
	

	19
	1
	4
	
	
	
	
	
	

	20
	1
	2
	
	
	
	
	
	

	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	switch
	1
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	interazioni
	136
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	strato
	n. mol
	
	
	
	
	
	
	

	1
	4
	
	
	
	
	
	
	

	2
	3
	
	
	
	
	
	
	

	3
	2
	
	
	
	
	
	
	

	4
	4
	
	
	
	
	
	
	

	5
	7
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	FORMULE USATE
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	in B6 :
	=SE($B$33=0;"";INT(CASUALE()*2))
	genera a caso 0 o 1; copiata fino a B25

	in C6 :
	=SE($B$33=0;1;SE(O(E(C6=1;B6=0);E(C6=5;B6=1));C6;SE(B6=1;C6+1;C6-1)))

	
	stabilisce se la molecola corrispondente sale o scende:copiata fino a C23
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	in B35 :
	=SE(B43=0;0;B45+1)
	
	contatore interazioni
	
	

	in B38 :
	=CONTA.SE($C$6:$C$25;"=1")
	
	conta le molecole nello strato 1
	

	………
	
	
	
	
	………
	
	
	

	in B42 :
	=CONTA.SE($C$6:$C$25;"=5")
	
	conta le molecole nello strato 5
	

	n° presenze
	pres str 1
	pres str 2
	pres str 3
	pres str 4
	pres str 5
	media
	media arrotondata
	

	0
	6
	1
	6
	4
	7
	4,8
	5
	

	1
	8
	6
	5
	9
	6
	6,8
	7
	

	2
	12
	32
	21
	20
	18
	20,6
	21
	

	3
	39
	27
	24
	26
	19
	27
	27
	

	4
	31
	28
	32
	26
	33
	30
	30
	

	5
	19
	10
	20
	21
	21
	18,2
	18
	

	6
	13
	12
	13
	22
	12
	14,4
	14
	

	7
	3
	11
	9
	3
	11
	7,4
	7
	

	8
	2
	10
	5
	4
	3
	4,8
	5
	

	9
	2
	0
	1
	2
	3
	1,6
	2
	

	10
	0
	0
	1
	0
	2
	0,6
	1
	

	11
	0
	0
	0
	0
	1
	0,2
	0
	

	12
	1
	0
	0
	0
	1
	0,4
	0
	

	13
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	

	14
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	

	15
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	

	16
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	

	17
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	

	18
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	

	19
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	

	20
	1
	0
	0
	0
	0
	0,2
	0
	

	

	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	
	
	


	FORMULE USATE NELLA TABELLA PER GLI ISTIGRAMMI

	
	
	

	in B57
	=SE($B$33=0;0;SE($B$38=$A57;B57+1;B57))
	
	
	

	in C57
	=SE($B$33=0;1;SE($B$39=$A57;C57+1;C57))
	
	
	

	in D57
	=SE($B$33=0;1;SE($B$40=$A57;D57+1;D57))
	
	
	

	in E57
	=SE($B$33=0;1;SE($B$41=$A57;E57+1;E57))
	
	
	

	in F57
	=SE($B$33=0;1;SE($B$42=$A57;F57+1;F57))
	
	
	

	in E57
	=MEDIA(B57:F57)
	
	
	
	
	
	

	in F57
	=ARROTONDA(G57;0)
	
	
	
	
	

	
	
	
	


Le precedenti formule sono state copiate fino alla riga 77 e ci dicono:

· il numero delle presenze per strato (le prime cinque),
· la media delle presenze per strato (la penultima),
· la media appena calcolata, arrotondata (l’ultima). Trattandosi di molecole, non ha senso, infatti, considerare una presenza espressa da un numero non intero.
Ciascun istogramma reca nell’asse delle ascisse la prima colonna dell’ultima tabella, mentre nell’asse delle ordinate una delle colonne rimanenti (esclusa quella della media).

Come si può osservare, già dopo 136 “movimenti” di ciascuna molecola, la tendenza è chiara: 

la configurazione che prevede la presenza in ogni strato di 4 molecole è mediamente più probabile di altre configurazioni possibili. Ma quattro molecole nel nostro contesto formato da 20 molecole e 5 strati, rappresentano l’equidistribuzione (20/5=4). 
Continuando a schiacciare il tasto di ricalcalo (tasto funzione F9), questo tipo di tendenza diventerà sempre più evidente.

Quindi, fuori dalla metafora della simulazione, il colore uniforme che ciascuno percepisce dopo aver versato una goccia di inchiostro in acqua e dopo un tempo opportuno, altro non è che l’effetto dell’equidistribuzione delle particelle colorate all’interno dell’acqua.
Concludiamo questo percorso didattico con una nota che emerge da tutte le simulazioni eseguite:

ciascun sistema “perde memoria” delle situazioni iniziali ed evolve sempre nella stessa direzione, anche se non c’è nulla che impedisca il ritorno alla condizione di partenza!
Il concetto di irreversibilità è dunque da intendersi in questo senso: non impossibilità, ma bassissima probabilità di realizzazione.
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OBIETTIVO�Mostrare che un sistema formato da un solvente e da una goccia di colorante, evolve spontaneamente verso una situazione di equidistribuzione (dopo un certo tempo, si ha il liquido di colore uniforme).��IL MODELLO�Vengono prese in considerazione 20 molecole di colorante e una provetta con acqua suddivisa idealmente in 5 strati. Nel nostro modello, l'elemento temporale è rappresentato dal n° di interazioni fra le molecole: più è grande il n° delle interazioni, maggiore è il tempo trascorso.��I movimenti delle singole molecole sono governati dall'esito casuale del lancio di una moneta. ��REGOLA:�1 : un passo verso il basso; se però la molecola   �     si trova nello strato 5, resta dov'è.�0 : un passo verso l'alto; se però la molecola   �     si trova nello strato 1, resta dov'è.
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		int =		1				N° lanci =		2005				combin=		36
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 evoluzione della situazione nel tempo
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NOTE
Uso del Foglio
Schiacciare il tasto F9 e osservare i grafici.
Per ricominciare il gioco:
(1) mettere nella cella F1 il valore zero e dare l'invio. Osservare i grafici che illustrano la situazione iniziale.
(2) Mettere, poi, nella cella F1 il valore 1 e dare l'invio; schiacciare, quindi, il tasto F9 ripetutamente o tenerlo premuto e osservare l'evoluzione del sistema. 
L'istogramma che illustra la situazione dei due cani evolve sempre nella stessa direzione: la probabilità maggiore è quella a favore dell'equidistribuzione delle pulci!

Il programma prevede che all'inizio del gioco il cane con 10 pulci sia il cane A. Tale situazione risulta evidente quando si "resetta" mettendo zero (0) nella cella D1; infatti la colonna del cane A contiene tutti 1, cioè le pulci numerate da 1 a 10 sono tutte presenti nel cane A, mentre la colonna del cane B presenta tutti zeri, vale a dire nessuna pulce è presente sul cane B.

Inserendo 1 nella cella D1 e schiacciando il tasto "invio", si ha già il primo salto. I salti successivi si ottengono tenendo premuto il tasto-funzione F9.
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NOTE
Uso del Foglio
Schiacciare il tasto F9 e osservare i grafici.
Per ricominciare il gioco:
(1) mettere nella cella F1 il valore zero e dare l'invio. Osservare i grafici che illustrano la situazione iniziale.
(2) Mettere, poi, nella cella F1 il valore 1 e dare l'invio; schiacciare, quindi, il tasto F9 ripetutamente o tenerlo premuto e osservare l'evoluzione del sistema. 
L'istogramma che illustra la situazione dei due cani evolve sempre nella stessa direzione: la probabilità maggiore è quella a favore dell'equidistribuzione delle pulci!

Il programma prevede che all'inizio del gioco il cane con 10 pulci sia il cane A. Tale situazione risulta evidente quando si "resetta" mettendo zero (0) nella cella D1; infatti la colonna del cane A contiene tutti 1, cioè le pulci numerate da 1 a 10 sono tutte presenti nel cane A, mentre la colonna del cane B presenta tutti zeri, vale a dire nessuna pulce è presente sul cane B.

Inserendo 1 nella cella D1 e schiacciando il tasto "invio", si ha già il primo salto. I salti successivi si ottengono tenendo premuto il tasto-funzione F9.
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		dado 1		4				2		2		0.019		1		0.028
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